4.4 Systémes de coordonnées

Rappel
Soient £ = (€7, €) la base canonique de R? et B = (b, by) une base de

R? donnée par
. (2 . (-1
bl:(l)et b2:< 1>

. . . 1
On vérifie que B est bien une base de R2. Pour le vecteur ¢ = < , on

2
a les combinaisons linéaires 1 / )
?arra,,,.oe'l: a la
U=2¢6€ +2¢ et U=0b +b. base canoripue

2 -4\_ [
(4 )4' ( a ) ) l2>
les coeff. de Qe comb. Loa. daea?
{a base canmique & doanent

-

Ces compotaates oo .

<

/ Dany B . cham,osml-e/.' de V Sont

el | diffecente :
ou [0y (j)

ne = 4
L] v < (4)/@
(Qordre dlea veckbeusrs oo Lo baxe
eat Cmpoe{:a.n'lr ! )

\
\

™

Théoréme 36. Soient V' un espace vectoriel et soit B = (by,...,by)
une base de V. Alors pour tout v € V il existe aq, ..., a, € R uniques
tels que

n
VU= olgby koo Folpnby = 2 dib;

g
v ok comb. €n des vecbewrs au B el @ cecfficieab
Seal wenigues.
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Définition 44 (composantes dans une base).
Les scalaires a, ..., a, sont les composantes/coordonnées de 1’élément
v dans la base B. On note

oly
Lv] - ( ; )
N /3
Exemples

4) €. (J,L‘Lz) base con. de ??2.
Qo
pL{:) = Qoi-oqL-J-Qzl:z g'¢erira [?]8 s (0-4)

Gz
1) On re,u.-L &e’fc.'nzr 1_0_ nob:cm ole [oase. f’e"‘/"
%ﬁ-‘ne(r alemeanl eJ: mondter Juwe
gg ('{, L,Qz,l—z/.....) 2t tae base de T?
3)  Bo [444,-4,4Y) et wae base de Po (doewfie t)

2z
pliza.+a.b+ et e ay (akd) + (a,-a) () 42,

el plb) = (:Q> - Dbl )

A

/% 2 2
Por exemeC, [-/I+2_€“’-1£-l7 _]3-'-' (3 >
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L’application coordonnée

Définition 45 (application coordonnée).
Soient V' un espace vectoriel et soit B = (by,...,b,) une base de V. On
définit application coordonnée

[] : V—)ﬂl“
e ‘D’l—)[‘V’]B

n d4 n
S: ved diby , alos [v = ( )em
n

ten o

Théoréme 37. L’application || est linéaire et bijective.

Preuve

1) & monkrec : Eolv+3w]3=dn[17]34—[3[w]8. (%)
Prenoms  welaibr | we2 Pk Al

Ceq

AV pw = (Z¢L)+|3(Spb

=1

2 (od; ) bs +§ f@p)g

ﬁud *Pﬁ)b 4 e
L 4

&[v]®+f3[w]3= o((**)*Pkpq):(M}
“n Pa Adn'f@@n

. - [0“’*‘9‘033 A
) Pour (T)em, on presdl - 2 dibe. Aboo

c=1

[U33= [41) Done C]& ent Sw\iece:%.

on

Vev.

Vev

o
3’) Pous fU'G\/I on O Yv]$=oun - (8) =>

=0 bt +Obq=ov.

= Wn EV Q.CLW.QH’,QI\'E wee base ole n cleacent) reu(-, Ehe
assimile & R
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Définition 46 (Isomorphisme).
Soient V' et W deux espaces vectoriels et T': V' — W une application
linéaire bijective. Alors T est dit un isomorphisme d’espaces vectoriels.

4
Exemple ('Pg ont csemar‘»(«e- < M

APPL:cq,kon Yow €tudier Lgndln.‘ Aoa e
ple). 4+2% - £ et C)LB -Lt et

on pecck Soit rEsoudse / sett ebudie L'iadep- Lia. deo

oLle:\-i—(sq(.H-O veckewss ) 0
[t - (5 ) ot Tatlee
?4 -2

dLoas qu.

Changement de bases

Exemple
Reprenons les bases £ = (€1,63) et B = (by,by) de R? de I'exemple

ci-dessus et 7 = < _g): [13]8. On o [E‘"]g: (4) ek [bz] g (4)

on ceut [q;]®= (il) ,ie Bo o b by by
& Z) + “1[-:)': (_qz)/a

O@-)

[,

la matice o]b i‘:ﬂe g'o ppe Ue natcce de Mae‘“e“'k
de bOSe de :B (d.CpO-LL‘) ) S(Q_cc.:c)e:c.) 00-’-6’2 (P

On o« P = ([b,, LB JS) B, rcsoloant e‘q

[ ) 8
ratcicille . on obtceat f'l?]
?83 Lol, = (vl
2/3
)

Vs
Z-404\ ., (4 o
(4 1 ::—Z) o 4
St on cCerclie [v]& et 119 qQue [‘DJJ; e,o(: Comws/,ge Ju.ﬂ:-[-
?_-A 2/3
ol efeckoer ?23[?)33 = [‘D]& : (4 A 8/3 > [')J_




Remevque: Poter trovwer [013 , on ,eu.E

* remoasQulr e (PEB c;al: caverde Lee,' (9\ o
- -4 - . -4 4/3 ‘{/3
[31g = Peg [¥1g - 3 Teg * ( )

L [ 1"y 3 L(-f’ . 2/3 >
< ~alg o ) -2 ('8/3 .

wheliser de c&a{r de base Caverse "
(P:Be Tvly, = [W)y v

~4A

Généralisation & un espace vectoriel V quelconque

Soit V' un espace vectoriel et B et C deux bases de V.

-(54, .., be)
= (C,,, Cn)
[lg /
n
@ =G

Changement de base de B aC
Soit veV ) on a V= Pa 544'-'+$n b

et‘ C,‘cl-..."' x:..c“ ﬁ,‘
3 Sc on Conaait Tvle = (f;)eﬂ?_n et Quion checlie Lolg- (a.;n)'

on deil wseuwdse

‘?63 [v], - (vl

wee | Peg= ([bg o [8ale)| , done (?63'[“3)'

?63 ent La maticee e pasiage ou ole cliargemenl Ae
base de B aC.




S¢ on veub passes por lne mulheplicakion meiee- veckec
te jouvdwant
- connaslre rPSBE, dfec L'I.TJB:: ‘?36 C’U]c

* Voic Sc rPc:B EA{- Cﬂawibee» :

len coConnes de r?cg Seat d)orme'w e vecbeaw s
Ib;.lc.,. [Bn]c , Cmaw pr .chsomo:p(.a.ébatt E JQ
dur veckenrs ar Lo bate B, e sent &a. ¢ndep.

o dop cromorpls smes coasewvent &fead. Lin. (oot
moad e ).
= LY
On a_ (PCQ t\?]% [ je)
A
~ D
o N—
Th
Théoréme 38. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) et
C = (c,...,¢,) deux bases de V. Alors il existe une unique matrice

Pep € Myxn(R) telle que

(Pe"B [‘Djwe

La matrice Feg est donnée par ?83 = ( [lo,"]& - [bn‘]c‘)

De plus, elle est i ble di Pge 00 = (e ... Ceand ).
€ plus, elte est tnversioie nverse rpc ou ?Be ( 4]3 0 3)

Exemple ona P [yl -Lvlg ek
Be
V= enp. uectorcel den =P
madtcicen ’crca.aau.ea.irea B8e ey
Sup. dle an& Cm)
'B'= K (49:), (::)' (g:)) atﬁéﬁ?f:et: ge,‘:egomm-lg
:40 bzA o o btea decx
€= ( (0-4), (0,4 ), (‘Z—_’;)) bases.
Ca C2 c2
54'-‘- ol Cq +PCos ¥ Ca (::)"((001)'*#(;31)4—3(::)

1= P .-—A_P-zfc-z
= )lo':-t N %%:4

4:-—0‘-"P"g. teo . )
Oon o Ib,,:}cs (34) <k [53‘]&: (:)



4.5 Dimension d’un espace vectoriel

Théoréme 39. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une
base de V. Alors toute famille d’éléments de V' avec plus de n éléments
sera linéairement dépendante.

rPreu.ub: e execltice
e ) e

Théoréme 40. Soient V' un espace vectoriel et B = (by,...,b,) une
base de V. Alors toute autre base de V' posséde exactement n éléments.

Définition 47 (dimension).
Soit. V' un espace vectoriel.
1. Si V admet une famille génératrice avec un nombre fini d’éléments,
on dira que V est de dimension finie. On notera sa dimension dimV’,
ot dimV est le nombre d’éléments dans une base quelconque de V.

2. Si V n’admet pas de famille génératrice finie, on dira que V est de
dimension infinie et on note dimV = oc.

3. Si V = {0y}, alors on dira que dimV = 0. -0y =%y
Exemples - ol 0
- dcm (ﬂln)-:n . d;m(T?n);n+4

Cdim (F):=3 P (R = 4

m

dim (P) =~ (4 6,858, )
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Théoréme 41 (Base incompléte).

Soient V' un espace vectoriel de dimension finie et W un sous-espace
vectoriel de V. Alors toute famille d’éléments linéairement indépendants
de W peut étre complétée en une base de W (et aussi de V). On a que

W et de dim. fenze el
dim W £ dim V.

Exemple
3
= 1

V“Z Socl:cB:(.,)éW

W= anm Oaca o
(B) eot wae Janclle Lo, indep.
ek pech €bee compleld ea une boese
e W.

- 4
On peud prendie p-ex. e, = (o) ACars

o

(3,€5) focme wae bare 2o W.
e dimW ¢ dimV=3 .

Théoréme 42. Soit V un espace vectoriel de dimension finie avecdimV = n
pour n > 1. Alors

1. Toute famulle linéairement indépendante d’exactement n éléments
est une base de V.

2. Toute famille génératrice formée d’exactement n éléments est une
base de V.

Dimension de Ker(A) et de Im(A)
Soit A € My,xn(R) avec A = (aj ... ay). a, eR
. _ m
* Im [A—) = Spon %a.,,...,a.n:’] c R
Done. dim Jnm(A) cm.  la Jamille (&) )05 ) n'at pas

{oreémeat Uia. codip . On doit browver Qu, cplonaeo ‘oeoa'lz
pOW QUG (ene base o I (A).

duim Jm (A) = # de coonaen pZuo{-S.
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done dim Kec (A) < . e

le 4 dfe'Cefu eabs olaas wae base ex PA) et dyal
Qe # e colonnen pon Pooo'(:, g Ls QO(:&S,MO( aea #:
de Vw'c.QJﬂeb Libren

Définition 48 (rang).
Soient V, W des espaces vectoriels et soit 7' : V' — W une transformation
linéaire. On appelle rang de T' la dimension de Im(7").

rang (T) = dim I (T),

SiT:R" — R™ est linéaire et si A € My, (R) est la matrice canoni-

quement associée a T', on a Im(7") = Im(A). On parlera alors du rang
de A.

Exemple

‘13'-4?_ AQQ_({
A= D.( 03 ) N e W oA ® <
o & -2 © 6 ¢

=1
:DOM rO.na(A')z,S e,& cb:m K ex fA)':'f

Execcice : decrire, Ym (A) el lLe (A) en twu.ocmé
wae LQAQ POUJ‘ CL;Q_QQ(\ e Ceo $EV,
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Théoréme 43 (du rang).
1. Soit A € Mpxn(R) une matrice. Alors

dim Wee [A)+ raag (A)=n
# col.non piooks + # col. pcoeks = #H coonnes

2. 50t T -V — W ouV et W sont des espaces vectoriels avec V' tel
que dim(V') = n.

dim Kee (T) + ra.n(j CT) =h=odim (V)
Exemple Se AG n6x9 (nz) e,-[-; JUe oim e CA—)'-'-‘ >,

2ot raag (A) = -3 =G,

Théoréme 44 (Suite du théoreme 23).

Soit A € My« (R) une matrice. Alors les propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. A ent Envers:ble
9. raay (A) = n

4. delt (A)+ 0.

Espaces des lignes de A et A’
Soit A € Mypen(R).

A = (Q-(',d) s ( Q:M U Q.:n >

Q-m‘ ere, . umn

o aa e®
On peu.‘lz ae CompoSe. A
en Lignen: Comme Qﬁ"i“‘\e Mixo (R), o
lan (&) 125 -
PN g em! s

A- ( )
tyn,, (A)



On O AT . ( f,sn4 [A-)r-.. }Lanm [A-ST)

Définition 49 (espace des lignes).
Soit A € M, (R) une matrice. Le sous-espace de R" engendré par les
lignes de A s’appelle I'espace des lignes et est donné par

0

[.Sﬂ (A’\ = Spaa s Qan*cMT/'--,Q‘QnmCAﬁT}] cm
0
eb ek wn SEV e R

Remarque LS“ (AY= Jm (‘AT) ()

Théoréme 45. Soit A € M,;,«,(R) une matrice.

1) 81 B est une matrice équivalente a A selon les lignes, alors leurs
lignes engendrent le méme espace.

2. On a
dim Lgn [A) = duim Jm (A)
. s CA)
ro.na[AT) raag
Preuve
A, Lo digees du R sont obtesven @ pactir du alleo U A

par. dun comb. Lin. O en c,&cmcsennb e orde dop Ligaen.

Deae Loy digaen Ao B 3t aas L@n (A).

U enverse eob vral car Len op- el. sont (&ocraill,.
Q: B eot sown 30{:\02 E, €e Lignes aon nelleg 3m€+
2n. e'.ndLefp. Eo e-d’fe,l;, o CLne us«,e. acrzx\ acelle pee
he comb. Len.  dur LLgaen en dessosn doedle.

Do Len Ligaes non acll e {ormml; uae b2Je de
tenpoce deadigaes B. (done awsyt de A).

+H Qe pon-allen = FF coboanes pé vols.

Ac ('},;’) Son LAY , B (A7) Lo CA), e (A7),

60
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410

04 € h3><2 UR)
o
ImCA) = span ‘7(%)1 (2)3 c

A H: 2) e Nags ()

Im (A7)« 3pa 9 () (7)) e’ » raay (K4 )
Donc : raagLAl « rang (A7) , mais On(A)# Jm(A")
dem Wee (A) = 2- rma(A)=1-2=O o A eybinfectve et

We (A = 9(:)j

Lim Wer CA7) =3 - fO-anAr) :3-2=4 = AT non cnjecuue,

)G - (5, e

otg Jibre,

Exemple 3‘9‘_‘& A :

(0]
R? ® rana(A) -3

Remarque Se AER la ?uu ER de A,ue,ors on &

Jdm (A) # Jm fAEQ_) (en ae'nr.‘ra.c. ')
d ok Laﬂ (AT) # Lan(( AER,)T) se€on (%)

donc Lch.n K (AT)ER_) F Laﬂ ((Aen.)T) l
VOoLe em . 2 4 -1
( exemple (_3 o )
-2 % 1
O Y o
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[T

e jAl R" - m’m ok Lineaire b adme

4.6 Matrices d’applications linéaires et application
coordonnée

Soient V, W des espaces vectoriels, T : V' — W une application linéaire
et B=:(byyuuuby) resp. C = (¢q,...¢y) des bases de Vet W.

\Y

T W
. &)

(b)) b ) U) ) [J)

. .
tae M@L«\'ce e

rakicce N conoaiquemea E auocce N

Au niveau des coordonnées, I’application 1" est représentée par une ma-
trice M € M, (R) telle que

(twle = M tolg

On dira que M représente T dans les bases B (de départ) et C (d’arrivée).
Déterminons les coefficients de la matrice M : "
Soit v € V avec v = aqby + . .. apb,, autrement dit (v].- ( ! )

&

dn
Alors par linéarité de T', on a
T(v) =T (b +...apb,) = aaT(b1) + ... +a, T(by).

Par linéarité de 'application coordonnée, il vient :

[_ T(U\Jg = L o, T(bay+---+dan T.Lbn)] e

A 4 [_T(b..)]e-(-... +dq [r(lon)Ja

po Ln. A

de [ Je
ol y
_ 7). [T (on) ( :
([ Lrea], Je) B
~ — ~

motrice Mxn ['\7]‘3



Remarques

M n'%l: pon wae mal:f&c_e, de ce‘c._nrmen‘l

Ao bose \
B, T P,
Exemple —_—
4“) 8. (444Y)
! > M L)/ o>

— D
uee T (a,,,x-a.HaLJc‘) = Q 4 20,8 (ddnode 1)
On c&,uc&.g D] Qe v{.pu'S'Qn(_-e T ol@a) L:s buses 8 c\l: C

[ T(w]e -M Lelg
M= (LTl [Tl [TGY], )

- o -4 %
( COJC E'{JC LX{JC) = ko 1 o)
009
45) On pread T eb on remplorce La bose
Qwrioe por &

H'= (el [rwd Lriidg )= (Lol Cde (=)

o (o)
- 0 o A
o 9

00 ~
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/-) )

Remarque Se T:VU» V et € cppl- cdeabeke T(v):=0,
0lors Lo makice M st La makrcee de
ce;.at Le boase T

es
M - ([acledJe [C&(b")]c,)
[ Ceden [bnle) A

Exemple: V= Tqyyq (“2-) ovec Lo base can. & et Lo
base e focucr. ole ( ( ( )’ (‘:; ))
’Pou.r T=cd , On c&erce:.e, ! E.Q.

Naxgcm)

[_T[A)JC s M[AT, , Cub-d-dice (A= RLA],

X o O 6 {
Foe (18%) 8) (22) @3) ) = (oo 46 | Tee
c e < c 4004 [ (e
0 4-4 0 LALVES 3 ¢_)

Exucice: T M

T QUndoice
QR primer La ma.Lcht dLe Tolcms Lc, b&){ de Cﬂc'falé
€ ek labose d'rivde €.
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